Тема .1. Прямые и плоскости в пространстве
Задание:
Написать конспект.
Выучить аксиомы стереометрии и теоремы 1,2.
Подготовиться к семинару.
https://www.youtube.com/watch?v=c4K6SmCz5VU
1.1 Взаимное расположение двух прямых в пространстве.
Точка, прямая, плоскость — с этими словами у нас связаны определенные представления. Мы говорим: «прямой, как натянутая струна», «пересечь улицу по прямой», «луч света движется по прямой». Линии пересечения стен и потолков, траектории свободно падающих тел служат наглядными примерами прямых линий.
Со словом «плоскость» у нас ассоциируется поверхность стола, стены, пола. Плоской в нашем представлении является поверхность озера в безветренный день или гладь хорошо залитого катка.
Дотронемся мелом до доски. Остается след – точка. Посмотрим на ночное небо – звезда нам кажется светящейся точкой. Взглянем на угол комнаты – это тоже точка.
Основные понятия стереометрии: точка, прямая, плоскость.
Аксиомы стереометрии
1. Каждая прямая содержит, по меньшей мере, две точки.
2. Через любые две точки проходит одна и только одна прямая.
3. Каждая плоскость содержит, по меньшей мере, три точки.
4. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит одна и только одна плоскость.
5. Если две точки прямой принадлежат некоторой плоскости, то вся прямая содержится в этой плоскости.
6. Если две плоскости имеют общую точку, то множество всех их общих точек есть прямая (т.е. плоскости пересекаются по прямой).
7. Через любую точку, не лежащую на данной прямой, проходит одна и только одна прямая, параллельная данной. 
Исходным объектом стереометрии, ее вселенной, универсумом является пространство. Мы будем считать, что пространство состоит из точек. При этом в пространстве выделены множества двух типов – прямые и плоскости, удовлетворяющие перечисленным аксиомам.
Прежде всего, уточним представления о взаимном расположении прямых и плоскостей в пространстве.
Две прямые, которые не лежат в одной плоскости, называются скрещивающимися.
Две прямые называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не имеют общих точек (не пересекаются).
Две прямые, имеющие ровно одну общую точку, называются пересекающимися 
Для пары прямых в пространстве имеются две возможности: либо через них можно провести плоскость, либо нельзя. Если плоскость провести нельзя, то прямые – скрещивающиеся. 
Сколько общих точек могут иметь две прямые? Из планиметрии нам известно, что через две (различные) точки можно провести только одну прямую, поэтому две (различные) прямые не могут иметь более одной общей точки. Это доказывает, что две различные прямые могут быть либо скрещивающимися, либо параллельными, либо пересекающимися.
Примеры
[image: ][image: ]1. На рисунке изображен разрез обычной комнаты. Плоскости стен, пола и потолка пересекаются по прямым. Три из этих прямых выделены и обозначены а, b и с. Прямые а и b пересекаются, прямые а и с параллельны, прямые b и с скрещиваются. 
2. Выберем четыре произвольные точки А, В, С и D, не лежащие в одной плоскости. Проведем прямые АВ и CD. Они  скрещиваются, так как если бы они лежали в одной плоскости, то все данные точки лежали бы в одной плоскости, что противоречит условию. Точки А, В, С и D определяют три пары скрещивающихся прямых АВ и CD, АС и BD, AD и ВС. На этих прямых лежат ребра треугольной пирамиды ABCD.
[image: ]Признак скрещивающихся прямых.

Т е о р е м а 1. Пусть даны две прямые а и b. Если можно найти такую плоскость , которая содержит прямую а и пересекает прямую b в точке, не лежащей на прямой а, то прямые а и b  скрещиваются. 


Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем доказывать теорему от противного. Прямые скрещиваются – это означает, что они не лежат в одной плоскости. Противоположное утверждение означает, что прямые a и b лежат в одной плоскости. Эта плоскость должна совпадать с плоскостью . Действительно, в ней лежат прямая а и вся прямая b , а значит, та точка A прямой b, о которой говорилось в условии теоремы. Однако ясно, что прямая а и не лежащая на ней точка А однозначно определяют плоскость. Значит, вся прямая b должна лежать в плоскости , что противоречит условию. Следовательно, исходное предположение о том, что прямые а и b лежат в одной плоскости, неверно. Теорема доказана.
С в о й с т в о 1. Через прямую и не лежащую на ней точку можно провести плоскость, и притом только одну.

1.2 Параллельность прямой и плоскости. 
Прямая и плоскость называются пересекающимися, если у них только одна общая точка.
Прямая и плоскость называются параллельными, если они не имеют общих точек.
Начнем классификацию пар, состоящих из плоскости и прямой, лежащей вне этой плоскости, со следующего признака: прямая и плоскость имеют общие точки или прямая и плоскость не имеют общих точек. Во втором случае прямую и плоскость мы назвали параллельными. Вернемся к первому случаю. Сколько может быть общих точек у прямой и плоскости? Наши наглядные представления подсказывают, что если у прямой и плоскости более одной обшей точки, то вся прямая целиком лежит в данной плоскости (если ровную линейку в двух точках приложить к хорошо отшлифованной плоской поверхности, то линейка целиком ляжет на эту поверхность). Таким образом, наша классификация взаимных расположений прямой и плоскости опирается на аксиому 5:
Если две различные точки прямой лежат в некоторой плоскости, то вся прямая лежит в этой плоскости 
Т е о р ем а 2. Если прямая, не лежащая в плоскости, параллельна прямой на плоскости, то исходная прямая параллельна плоскости.
[image: ]Более подробно эта теорема может быть сформулирована следующим образом.



Пусть прямая а не лежит в плоскости . Если в плоскости  есть прямая, параллельная прямой а, то прямая а параллельна плоскости .




Д о к а з а т е л ь с т в о. Каковы логически возможные случаи расположения прямой а и плоскости ? Мы знаем, что либо а лежит в плоскости, либо а пересекает плоскость , либо а параллельна . Первая возможность отвергнута условием. Достаточно опровергнуть вторую возможность. 






Проведем через параллельные прямые а и b плоскость. Обозначим ее . Если прямая а пересекает плоскость  в некоторой точке С, то эта точка – общая для плоскостей  и . Но все общие точки различных плоскостей  и  лежат на прямой b. Следовательно, точка С лежит на прямой b, но это противоречит параллельности прямых а и b. Теорема доказана.
Признак параллельности двух прямых
Т е о р ем а 3. Если плоскость проходит через прямую, параллельную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пересечения параллельна исходной прямой.



Введем обозначения и более подробно сформулируем теорему. Нам даны некоторая прямая а и параллельная ей плоскость . Другая плоскость  проходит через прямую а и пересекает плоскость  по некоторой прямой b. Теорема утверждает, что прямые а и b параллельны.




[image: ]Д о к а за т е л ь с т в о. По условию, прямые а и b лежат в одной плоскости . Следовательно, они либо параллельны, либо пересекаются (вспомним классификацию пар прямых). Если бы они пересекались, то их общая точка С лежала бы одновременно на прямой а и b плоскости  (так как прямая b лежит в плоскости ). Это противоречит тому, что прямая а параллельна плоскости . Теорема доказана. 

1.3 Параллельность плоскостей. 
Плоскости в пространстве.
Две плоскости называются параллельными, если они не имеют общих точек.
Две плоскости называются пересекающимися, если множество их общих точек есть прямая.
Снова рассмотрим возможные варианты. Две плоскости либо не имеют общих точек (параллельны), либо имеют общие точки. Наглядно ясно, что если две различные плоскости имеют общие точки, то общие точки заполняют целую прямую. Это и составляет содержание аксиомы 6:
Если две различные плоскости имеют хотя бы одну общую точку, то они пересекаются по прямой, т.е. множество их общих точек есть прямая.





[image: ]На рисунке изображена часть комнаты. Плоскость пола обозначена через . Из выделенных трех прямых прямая а лежит в плоскости , прямая b пересекается с плоскостью , прямая с параллельна плоскости . Как расположены по отношению к плоскости  другие прямые, изображенные на рисунке?
Возьмем наугад плоскость и прямую в пространстве. Какое их взаимное расположение будет более вероятным? Скорее всего прямая и плоскость будут пересекаться. Про пересекающиеся плоскости и прямую говорят, что они находятся в общем положении. Другие случаи взаимного расположения плоскости и прямой в пространстве являются более частными, специальными.
Плоскости пола и потолка параллельны друг другу. Плоскости стен пересекают плоскость пола. Как расположены между собой плоскости стен?
Признак параллельности двух плоскостей.
Т е о р е м а 4. Если каждая из двух пересекающихся прямых одной плоскости параллельна другой плоскости, то эти плоскости параллельны.
[image: ]






Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем рассуждать от противного. Пусть плоскости  и  не параллельны. Тогда они пересекаются по некоторой прямой, обозначим ее с. Все три прямые а, b и с лежат в плоскости . Так как прямые а и b параллельны плоскости , то, по теореме 2, прямая с, как линия пересечения плоскостей  и , параллельна прямым а и b.

Итак, через точку пересечения прямых а и b плоскости  проходят две прямые (а и b), параллельные прямой с. Это противоречит аксиоме о параллельных из планиметрии. Полученное противоречие доказывает теорему.
При решении задач часто используют другую формулировку теоремы 4.
Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны.
Иными словами, если в двух плоскостях можно найти по углу с соответственно параллельными сторонами, то эти плоскости параллельны.
[image: ]Параллельность трех прямых.
Т е о р ем а 5. Если две прямые параллельны третьей, то они параллельны между собой (см. рис).



Перпендикуляр и наклонная
Наклонной, проведённой из данной точки к данной плоскости, называется любой отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости,  не являющийся перпендикуляром к плоскости.
Конец отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием наклонной.
[image: ]
 
AB — наклонная;
B — основание наклонной.
  
Перпендикуляром, проведённым из данной точки к данной плоскости, называется отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости, и лежащий на прямой, перпендикулярной плоскости.
Конец этого отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием перпендикуляра.
[image: ]
AC — перпендикуляр;
C — основание перпендикуляра.
 
Расстоянием от точки до плоскости называется длина перпендикуляра, проведённого из этой точки к плоскости.
 
Отрезок, соединяющий основания перпендикуляра и наклонной, проведённых из одной и той же точки, называется проекцией наклонной.
[image: ]
CB — проекция наклонной AB на плоскость α.
Треугольник ABC прямоугольный.
Углом между наклонной и плоскостью называется угол между этой наклонной и её проекцией на плоскость.
 
[image: ]
∢ CBA — угол между наклонной AB и плоскостью α.
 
[image: ] 
Если AD>AB, то DC>BC.
 
Если из данной точки к данной плоскости провести несколько наклонных, то большей наклонной соответствует большая проекция.
∢ DAB — угол между наклонными;
∢ DCB — угол между проекциями.
Отрезок DB — расстояние между основаниями наклонных.
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